TEORIA DE LA MEDIDA

Sesién 16

Espacios r»

Introduccion

Los espacios LP tienen su origen en el estudio que realizé Hilbert, en el ano 1906, del espacio

de sucesiones de niimeros reales (x,),, .y tales que:

D pey T < 00

Six = (24),en Y Y = (Un),en SOn dos sucesiones en ese espacio defini6 la distancia entre ellas
de la siguiente manera:

[NIES

d(w.y) = (X2 (o —w)’)

De ese estudio y otros que le siguieron surgié el concepto de espacio de Hilbert; de manera mas
especifica, generalizando el estudio de Hilbert se definié el espacio de funciones f : R — R,
Lebesgue medibles y de cuadrado integrable. Mds adelante, con los avances que se tenfan en
la teorfa de la medida, dado un espacio de medida (IF, F, ), se definié el espacio de funciones
f:(F,F,n) — R tales que:

Je fPdp < oo

Se demostré que si se define la distancia entre dos funciones f y g, en ese espacio, como

1
d(f,g) = ( Jeg—f )? d,u) *, se obtiene un espacio métrico completo. Mas aun, ese espacio
de funciones forma un espacio vectorial en el cual se puede definir un producto interior el
cual genera la distancia asf definida. Se le denota a ese espacio por L? (F, F, u1).

Una vez definidos los espacios L2, en el afio 1910, Riesz generalizé la idea y defini6 los espacios
LP, para cualquier p > 1. Estos ya no resultaron ser espacios vectoriales con producto interior,
pero si espacios vectoriales normados completos.

En la teoria de la probabilidad, los espacios L” han resultado de mucha utilidad; particu-
larmente los espacios L2, debido a que la convergencia en LP implica la convergencia en



2

probabilidad y nos da otras propiedades importantes. En particular, en el Cédlculo Estocés-
tico, la integral estocdstica se define como un limite en L2

Definicién y propiedades basicas de los espacios L?

En todo lo que sigue, asumimos que se tiene definido un espacio de medida (F, F, u).

Para p € (0,00), denotaremos por LP al conjunto de funciones medibles f tales que
f]F |f|P du < oo. También, denotaremos por £ al conjunto de funciones medibles y aco-
tadas excepto a lo mds en un conjunto de medida cero.

Obsérvese que si f € LP, entonces f es finita casi en todas partes.

Para p € (0, 0], el conjunto de clases de equivalencia en las cuales queda partido
LP, mediante la relacién de equivalencia definida por la igualdad casi en todas
partes, sera denotado por LP.

Cada elemento de LP es un conjunto de funciones con la propiedad de que cualquier par de
ellas son iguales casi en todas partes.

Si f: F —R, la notacién f € LP significard que la clase de equivalencia de la cual forma
parte f, pertenece a LP, de manera que cualquier propiedad que se demuestre para f serd
en realidad una propiedad de la clase de equivalencia de la cual forma parte.

Si f € L*, diremos que M € R es cota esencial de f si |f| < M casi en todas partes.
Ademds, definimos el supremo esencial de f, supes (f), de la siguiente manera:

supes (f) =inf {M € R: M es cota esencial de f}

Obsérvese que si f € L, entonces |f| < supes(f) casi en todas partes. Ademds, no hay
ninguin nimero real M menor que sup es (f) y tal que |f| < M casi en todas partes. Es decir,
si |f| < M casi en todas partes, entonces supes (f) < M.

Sipe[l,00)y f € LP, definimos:
111, = (S 1" dp)

Sipe (0,1)y f € LP, definimos:



171, = Je [fIF dpe

Si f e L™, definimos:

1 flloe = supes (f])

Vamos a demostrar que, en cada caso, con las normas asf definidas, L” es un espacio vectorial
normado completo.

Obsérvese que se tienen las siguientes relaciones:

1. Sip € (0,1], entonces y < y? siy € (0,1) y y > y? si y € (1, 00).
2.Sipe (1,00), entonces y >y’ siy € (0,1) yy <y siy € (1,00).
3. Para cualquier p € (0,00), la funcién y — y? es creciente en el intervalo [0, c0).

4. Sir > p > 0, entonces y" < yP para cualquier y € (0,1) y " > P para cualquier
y € (1,00). También y? < 1 + y" para cualquier y € [0, 00).

Lema 1. Sean a,b € R y p € [0,00), entonces:

ja+ 0" <27 (la]” + [b)

Demostracion

ja+ 0" < (la] + [b])" < (2médx{[a], [b[})" = 2P max {|a|”, [b]"} < 27 (|a]” + [b])

Proposicién 1. Para cualquier p € (0,00], LP es un espacio vectorial sobre R.
Demostracion
Si ¢ € R, es inmediato que si f € LP, entonces cf € LP.

Supongamos que f, g € LP, entonces, si p € [0, 00), por el lema anterior, se tiene:

F <j .; /"L — F J /"L F .; /"L X

Si f,g € L™, entonces, f y g son medibles y acotadas excepto a lo més en un conjunto de
medida cero; por lo tanto, f + g tiene la misma propiedad, asi que f + g € L.
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Por lo tanto, en cualquier caso, LP es un espacio vectorial sobre R.

Lema 2. Seat € (0,1) U (1,00) y A € (0,1), entonces:
<X+ (1= )

Demostracién

Para t € (0,00), definamos f (t) = At + (1 — \) — t*.

Se tiene f'(t) = A (1 —t*7!) para cualquier ¢ € (0,00). Asf que f'(t) < 0 para t € (0,1] y
f'(t) > 0 parat € [1,00). Por lo tanto, f es decreciente en el intervalo (0, 1] y creciente en el
intervalo [1, 00). Se concluye entonces que, para cualquier ¢ € (0, 1)U(1,00), f (t) > f (1) =0,
es decir, A\t + (1 — \) > t*.

[
Corolario 1. Sean p,q € (1,00) tales que % - % =1ya,pel0,00). Entonces:
1p 1 1024
af < Lo+ qﬁ )
La iguadad se cumple si y sélo si o = 9.
Demostraciéon
Aplicando el lema anterior con t = %‘—2 v A= %, se tiene:
a 1aP 1
5T S Ty
Asi que:
laP | 12 la? | 1pq(1-1
Oé<§7+aﬁp —Oé<§7+aﬁ< ‘1>
Por lo tanto:
1op 4 134
af <saf+2f
[

Teorema 1 (Desigualdad de Hélder). Sean p,q € [1,00] tales que Il) + % =1, felry
g € L1, entonces fg € L' y:

Fglly < IS, Mgl



Demostracion

Si p,q € (1,00), definamos o = |||Jf||| y = Mol Entonces:
P q
f_ g9 | _ 1.p 1pg_1_1fI° 1_lg?
‘an,, T, | = P <2+ = way T ey

Integrando, se obtiene:
1 _—
mfﬂfgldué Ll
Sl f € Ll y g c Loo7 entonces:

Jelfgldp <supes (f) [o1fldp = 1£1]; 9]l

Teorema 2 (Desigualdad de Minkowski). Sea p € [1,00] y f,g9 € LP, entonces:

1+ gll, < [IF1l, + llgll,

Demostraciéon

Para p =1 se tiene:

If+gl <|fl+1g|

Asi que:

Jelf +gldu < [o1fldp+ [ lgldp

Sip e (1,00), se tiene:

[(F+9" ) =(f+9"" " =(f+9)
Asi que (f 4+ g)P ' e Lo

Por lo tanto:
£+, = (e lf + ol d)s = (11F +41l,)"
Jolf+glPdu= fo1f +alP 7 1f +gldu < [o|fI1f +glP " du+ [ilal|f +g" " dp

<A1 1N+ 97, + all, 1(F + 97,

= (Il711,+llgll) <||f+g‘|p)5

at
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Por lo tanto:

1

17+l < (11, + Nslh, ) (17 +ll,)°

Asi que:

1—

(1 +1,) = (17 +al,)' ™ < (11, + sl

Sip =00, se tiene |f + g| < |f] + |g| < supes(f)+ supes(g) casi en todas partes, asi que:
1f + 9lloo = supes (f +g) < supes (f) +supes (g) = ||/l + 19/l "

Corolario 2. Para cualguier p € [1,00], la funcion ||e[|, definida sobre L?, es una norma.

Obsérvese que sobre L7, la funcién ||e|]| , 110 €s una norma, pero es Unicamente una propiedad
de la norma la que no se cumple, a saber, que si ||f||, = 0 entonces f = 0. Si [|f[|, = 0,
unicamente se puede afirmar que f = 0 casi en todas partes.

1
Sip e (0,1), la funcién f — (f;|f|"di)? no es una norma. Ni siquiera lo es la funcién

r— (3, \xk|p)%, definida sobre R". Por ejemplo, en R?, si x = (1,0) y y = (0, 1), se tiene:
(s fow+ ) =4
(Cho ) =1
n 1\2
(Zilml?) =1
Asi que:
(S b+ wl?) > (S lael®) + (S0 o+l )
Por lo tanto, no se satisface la desigualdad del tridngulo.

Lema 3. Sean a,b € [0,00) yp € (0,1), entonces:
(a+b)" < af + bP.
Demostracion

Si ab =0, o a =0, la desigualdad es obvia.



Supongamos a, b € (0, 00).
Definamos f : [0, 00) — R de la siguiente manera:
f@)=14+t—(1+1)
Entonces, como (1 + )" > ¢!~ para cualquier ¢ > 0,
Fr)y=ptrt—pA+t) >0
para cualquier ¢ > 0.

Asi que f es creciente en el intervalo (0, 00) y, siendo continua en el intervalo [0, 00), se tiene:
f(t) = f(0)=0

Es decir:
1+t <1+

para cualquier ¢ > 0.

Por lo tanto:

(a+b)’=a(1+2)" <ar (14 (2)") =a+ 0P

=
Teorema 3. Para cualquier p € (0,1), la funcion [|e||,, definida sobre L?, es una norma.
Demostracién
U +all, = [olf + 91" du < [ (L1 + gD dp < [ 11 du+ [z 19l dp
= [I£1l, + llgll;

"

Proposicién 2. Supongamos que la medida p es finita, entonces, para cualquier r € (0, 00|,
si f € L", entonces f € LP para cualquier p € (0,7).

Demostraciéon

Para r € (0,00), se tiene y? < 1 + y" para cualquier x € [0,00) y cualquier p € (0,7), asi
que:

Je lf P dp < e (F) + [o | f]" dp
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Si f € L™, se tiene |f| < ||f]|,, < oo casi en todas partes. Asi que:

JelFI7 dp < 112, 1 (F) < oo para cualquier p € (0, oc)

Si - mno es finita, el resultado anterior podria no ser valido. Por ejemplo, si F = [1,00), &

es la g-dlgebra formada por los conjuntos Lebesgue medibles y 1 es la medida de Lebesgue,
definamos f : [1,00) — R mediante la relacién f(z) = X. Entonces f € L?, pero f ¢ L'.

Proposicion 3. Supongamos que existe una coleccion infinita numerable de conjuntos ajenos
A, de medida finita y positiva. Entonces, la dimension de LP es infinita.

Demostracion

Obviamente las funciones 14, pertenecen a L” y son linealmente independientes.

Definicién 1. Para p € (0,00], se dice que una sucesion (fy),cy de funciones medibles
converge en LP a la funcion medible f si f, f, € LP para cualquier n € N y:

. o L»
Si éste es el caso, se escribird f, — f

La convergencia en LP tiene las propiedades comunes a la convergencia en cualquier espacio
vectorial normado. En particular, si X es un espacio vectorial normado, sobre R, con norma
|||, se tiene lo siguiente:

1. Si (n),cy € Una sucesién que converge x, entonces cualquier subsucesién de (z,,)
también converge a x.

2. Si (xn)nEN es una sucesion de elementos de X tales que x,, — x y x,, — vy, entonces
T =y.

3. Sic€Ry (n),ey s una sucesién de elementos de X tales que x,, — x, entonces
CT, — CI.

4. Si (Tn)pen Y (Yn)pen son dos sucesiones de elementos de X tales que z, — x y
Yy, — Y, entonces x,, + y, — T + y.

5. Si (n),cy € una sucesion de elementos de X tales que la serie 7 | ||z, || converge,

., . n

entonces la sucesién (y,),,oy definida por y, = >, x4 es de Cauchy. N

6. Si para cualquier sucesién (z,), .y de elementos denX tales que la serie > 7 | ||z, ||
converge, la sucesion (yn),, oy, definida por y, = >/, yx, converge. Entonces X es
completo.

neN
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Teorema 4. Para cualquier p € (0,00], L?, con la norma ||e||, es un espacio mnormado
completo.

Demostraciéon

Sea (fn),cy una sucesién de funciones en L” tales que la serie 7 | || f.|], converge y, para
cada n € N, definamos h, = Y ,_, fi-

Definamos:

I (o) = { S (o) s D (o) < o0

en otro caso

y, para cadan € N, g, => 7 | fxl.
Para cada x € F, (g, (7)),cy €5 una sucesiéon no decreciente. Sea g () = lim, . gn (7).
Por el lema de Fatou, se tiene:

para p € [1,00):

B =

(fpg?di)* <t e (fp g20)
= Mmoo |2y [fill], < Mmoo D20y |13l < 00
Para p € (0,1):

JegPdp <imy, oo [ ghdp = Tm, oo |70 | Filll,
< Mmypsoe D 0py 1 fil], < 00

Asi que, para cualquier p € (0,00), g € LP.

Adems3s:

2k fel S 2k 1l < g
Asi que |f| < g. En particular f € LP.

Por otra parte:

2 ks i = FI7 < (ke fil + 17" < (29)°

Asi que, por el teorema de la convergencia dominada:

im0 fF ’ZZ:l Jr — f‘p = f]F im0 |ZZ=1 Je — f’p =0
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Si p = o0, se tiene:

casi en todas partes.
Asi que f € L.

Dada € > 0, tomemos N € N tal que Y ;- \ || fx||, < ¢. Entonces, para cualquier n > N, se
tiene:

|f — ZZ:1 fil = Hmy, o0 |Z;cn:n+1 Ji (x){ < limy, oo ZZL:n+1 | fr (7)] < ZZO:TL—‘rl ||fk||p

casi en todas partes.

Asi que:

12251 fe = flloo < 2 il <€

Por lo tanto, en cualquier caso, la sucesién (h,, converge en LP. Asi que LP es completo.
, ) neN
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Integrabilidad uniforme

En esta parte vamos a definir y caracterizar a los conjuntos de funciones que son uniforme-
mente integrables, concepto que resulta de mucha utilidad ya que nos permite resultados
mas fuertes en relacién a la convergencia de sucesiones de funciones integrables.

En esta seccién asumiremos que la medida u es finita.

Proposicion 4. Si f es una funcion medible no negativa, entonces:
Jefdp= [ n{y €F: f(y) >a})de
Demostracion

Consideremos primero una funcién simple no negativa ¢ con representaciéon canénica ¢ =

Z;.”:l bilE;.

En este caso, se tiene:

o nQueF o(y) >ah)de = [ X en mynyoa 1 (E)) do
= 5" 30 Doy (@) (Ej) do = 370 [ Towy (2)p (Ej) da

= 2 b (E)) = [z edp.

Consideremos ahora una sucesién no decreciente (¢, ), oy de funciones simples no negativas
tales que lim,,_,« ¢, (z) = f (z) para cualquier x € F y, paran € Ny x € [0, 00), definamos

gn () =pn({y €F: o, (y) > x}).

La sucesion (gn),,cy €s no decreciente y lim, .o g, () = p({y € F: f (y) > x}) para cual-
quier z € [0, 00), asi que, por el teorema de la convergencia monétona, se tiene:

Joon{y eF: fy) >a})de= [ lim, oo p({y €F: 0, (y) > a}) do

=1, [;  n({y €F: 0, (y) > a}) de = Mmoo [po,dp =[5 fdu
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Teorema 5. Si f es una funcion integrable, entonces la serie:

S ({y €F:|f ()] > k})

converge.

Demostracién

Jo rQy eF 1f W) > a}) do = limyoo f5 Tiom () p({y €F 2 |f ()| > 2}) da
=m0 fo et Lp—1) (@) ({y €F 2 [f (y)| > 2}) da

= Mmoo 304y Jo Tpe-1) (@) p({y €F 2 [f (y)| > 2}) da

Ipry @) p({y €F  [f W) 2 k}) < Tppry (@) p({y € F 2 |f ()] > 2})

Asi que:

Yoy eF I f W=k =30 Jy Tp-im (@) p({y € F o |f (y)| > k}) dz
<Dk fooo Tp—rwy () p({y €F o [f (y)] > 2})do

Por lo tanto, tomando limites, se obtiene:

Sicah{yeFf =k < [Ty eF:|If W) >a})de= [;|fldu

Corolario 3. 5i f es una funcion integrable, entonces

limg oo pt[|f| > ] =0

Demostracion

lmgoo p[|f] > ] = limy—co p ({y € F: |f (9)] = £}) = 0

Teorema 6. Una funcion medible [ es integrable si y solo si:
itasoo fyise [l i =0
Demostracién

Supongamos primero que f es integrable. Para cada n € N, definamos:

h:{UIQWSn

0 en otro caso
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Se tiene lim,, . f, = f c.sy |fu] < |f| para cualquier n € N, asi que, por el teorema de la
convergencia dominada, se tiene:

fF |f| d,u = 11/Inn—wo f[F fndyf = 11,rnn—wo f[|f\§n] |f‘ d:u

Por lo tanto:
limy, 00 fo|>n] |fldp = 1my o (fIF |fldp — f[\f|§n] /] du) =0

Dada € > 0, sea N € N tal que f[lf\>n] |f|dp < e para cualquier n > N, entonces, si a > N,
se tiene:

Jipisa [ f11 < fpon [fldp <&

Ast que, lim,_ o bea] |fldu = 0.

Supongamos ahora que lim,,_, f[|f‘>a] | f| dp = 0. Entonces, tomando o > 0 tal que f[\f|>a] |f|dp <
1, se tiene:

f]}r’ﬂd,u: f[\f|§a] ‘f‘dﬂ"i‘f”fpa] |f‘dﬂ < O‘N(Hf‘ < a])+1 <0

Teorema 7. Una funcion medible f es integrable si y solo si dada € > 0 existe 6 > 0 tal que
Julfldp < e para cualquier conjunto A € F tal que pi(A) < 4.

Demostraciéon

Dada ¢ > 0, tomemos « > 0 tal que f[|f|>a] |fldu < 5y 0 = 5. Entonces, para cualquier
conjunto A € F tal que u(A) < 9, se tiene:

fA |f| d:u = f{lf\éa} ]A |f| dl‘ + f{|f‘>a} ]A |f| d:u
< @ Jypicap Ladit Jypay 11 i
< a fpLadp+ f{|f\>a} | fldp

= ap(A4) + f{\f|>a} |fldp < e

Definicién 2 (Integrabilidad uniforme). Se dice que una familia H de funciones medibles
es uniformemente integrable si:

limg,_ o0 SUP {f[|f|>a] |fldu: f € H} =0
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Teorema 8. Una familia H de funciones medibles es uniformemente integrable si y solo si
el conjunto {fF |fldu: f € H} estd acotado y, dada cualquier ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que
S lfldp < e para cualesquiera f € H y A € F tal que ji(A) < 0.

Demostracién
Supongamos primero que la familia H es uniformemente integrable.

Sea a > 0 tal que f[|f‘>a] |f] dp < 1 para cualquier f € H, se tiene entonces:

fIF |f| dp = f[|f\§a} |f| dp + f[|f\>a} |f| dp < ap (IF) +1

Asf que el conjunto { [ |fdp: f € H} estd acotado.

Dada ¢ > 0, sea o > 0 tal que f[lf\>a] |fldp < 5 para cualquier f € H, definamos § = & y
consideremos un conjunto A € F tal que p (A) < §. Se tiene entonces:

Jalfldp < fypca Lalfldit fypoo 1l dn < an(A) + 5 <e

Inversamente, supongamos que el conjunto { fF |fldu: f € H} estd acotado y, dada cualquier
e > 0, existe > 0 tal que [, |f|du < € para cualesquiera f € Hy A € F tal que pu(A) < 0.

Dada ¢ > 0, sea 0 > 0 tal que fA |fldp < § para cualesquiera f € H y A € F tal que
1t (A) < 6. Definamos ag = +sup { [; |f|du: f € H} y tomemos f € H y a > ag. Se tiene
entonces:

p((lfl>a]) <3 fplfldp <9

Por lo tanto:

Jusisar 11 di <5
Asi que:
sup{f“fba]\f]d,u:fe’l-{} <e
Es decir:

lfm,,_,. SUp {f[|f|>a] \fldu: f e H} —0 .

Proposicién 5. Sea f una funcidn medible e integrable, I un conjunto cualquiera y {f, : v € I'}
una familia de funciones medibles tales que | f| < f para cualquier v € I', entonces la familia
{fy v €T} es uniformemente integrable.



Demostracion

Para cualquier v € I, se tiene:

Jigpsan 1l di < Jip s 11 < fipsa [ £1dp

Asi que:

lfmg, o SUP {fW>a] f dus oy € r} <Moo [y |1 dpr =0

Ahora viene el tercer teorema de convergencia de la integral. Es una genera-
lizacién del teorema de la convergencia dominada ya que, de acuerdo con la
proposiciéon anterior, éste es un caso particular del siguiente resultado.

Teorema 9. Sea {f.},.n una familia uniformemente integrable de funciones medibles tal
que f = lim, . f, existe excepto a lo mds en un conjunto de medida cero, entonces f es
integrable y:

lim,, o fF |fo — fldu =0
Demostraciéon

Sea av > 0 tal que f[|fn|>a] | fn] du < 1 para cualquier n € N. Entonces:

f[p |fn| dp = f“f\ga} |fn| dp + f[|f\>a} |fn| dp < Oé/vb([|fn| < a]) +1<ap (F) +1

Por lo tanto, por el lema de Fatou, se tiene:

Je lfldp = [plim | fo] dp < Mminf, oo [o ] fol dp < ap (F) +1 < oo

Asi que f es integrable.

Para cada o > 0, definamos:

fr(La) :{ fn si ’fn| <a

en otro caso

o _J fosi|f[<a
f()_{o

en otro caso

Sea C'={x € F:lim,, . fu(z) = f(2)}.
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Six € Cestal que |f(z)| < «, entonces lim,, féa)(x) = f@(z). Ast que, si p ([|f| = o)) =

< 2a, se tiene, por el teorema de la

0, entonces lim,, féa) = f@ ¢sy, como ‘ fr(za) — f@

convergencia dominada:

@) _ f@ldu =0

iy, oo fp

Por otra parte:

Je A = Jpui<atpica Mo = P11+ Jyp <o pima) ol A+ Jig s s1<a T 0
Jelfn = F1di = Jypicaisicar Vo = Flant Jygicasisa o = fldp

t Jipisalsica) o = F1A0+ Jyp sa pma) o = fldn

< ipicatsica Vo = Fldit Jyp <o pisa) ol A+ Jig <o pisa T 0

t Jigaisalsica) ol B+ g sasi<a) 1+ S a) e Mol 0 Jyg s e 11 40
= Js A+ [ pui<oisizo) 1T Jygaisatsisa 1140

+Jipasapiza) [l 4+ Jyp o pisa [ Fal dp

:f]F

(@) _ f(a)

n

(@) _ fl@)

o) _ fl@

dp + f[\f|>a] ’f‘ dp + f[\fn\>a] ‘fn’ dp

Dada ¢ > 0, sea oy tal que f[\f|>a] |fldu < ey f[\fnba} |fuldp < e, para cualquier o > ay,
entonces:

Jolfo = fldu < [, | £ = g

dp + 2¢

para cualquier a > «y.
Sea v > oy tal que u ([|f| = a]) = 0, entonces:

Uy, oo f5 [ fr — fldp < 2e
Asi que, como € > 0 es arbitraria, se tiene:

Mmoo f5 [ fr — fldp=0
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Corolario 4 (Teorema de la convergencia uniformemente integrable). Sea {f.},cx
una familia uniformemente integrable de funciones medibles tales que lim,,_., f, existe ex-
cepto a lo mds en un conjunto de medida cero, entonces f = lim, . f, es integrable y:

fF lim,, oo frdp = lim,, . fF fndu

Tenemos un inverso del teorema 9:

Teorema 10. Sean (f,), .y una sucesion de funciones integrables y f una funcion medible
tales que lim, . [¢|fn — fldp = 0. Entonces la familia {f, : n € N} es uniformemente
integrable.

Demostraciéon

Sea N € N tal que [ |fv — f|dp < 1, entonces:

fm‘f’dﬂff]F|fN—f|dN+fF|fN\d,u<oo

Asi que f es integrable.

Dada € > 0, sea N € N tal que f]F |fn — fldp < § para cualquier n > N, se tiene entonces,
para cualquier n € N:

Jelfaldu < [ [fldu+ [e1fa = fldu < [g[fldp+max{ [g[fr = fldp, ..., [o|fv = fldu, 5}
Asf que el conjunto { [, |fa| dpw : n € N} estd acotado.

Tomemos ahora 6 > 0 tal que méx { [, | f|du, [, |fildp, ..., [, |fn]dp} < £ para cualquier
conjunto A € F tal que u(A) < d. Entonces, si u(A) <dyn > N, se tiene:

Salfaldp < [, 1fldp+ [o1fo = fldu < e

Teorema 11. Sea (fy),cn una sucesion de funciones integrables no negativas tal que f =
lim,, ., fn existe excepto a lo mds en un conjunto de medida cero y lim,,_ fF fodp =

Je fdp < co. Entonces limy, oo [¢ | fn — fldp = 0.
Demostracion

La sucesion {min (f,, f)},cy estd acotada por f y converge puntualmente a f excepto a lo
mds en un conjunto de medida cero, asi que, por el teorema de la convergencia dominada,
se tiene que lim,, o [ min (fn, f) dp = [ fdp. Por lo tanto:
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lmy, oo [p MEX (fr, f) dpp = Mmoo [i [fr + f —min (f,, )] dp
=My oo Jo fudpn + Jo fdp — Mmoo fpmin (fo, f)dp = [¢ fdp.

Asi que:

MMy, oo [5 [ fr = fldp = limy, o [ [mEX (fr, f) —min (f,, f)] dp =0

Corolario 5. Sea {fn},cn una sucesion de funciones integrables no negativas tal que f =
lim,,_., fn existe excepto a lo mds en un conjunto de medida cero y lim,,_ f]F fodp =
fF fdu < oo. Entonces la familia {f, : n € N} es uniformemente integrable.

Combinando los teoremas 9, 10, y 11 y el corolario 4, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 12. Sea (fy,), .y una sucesion de funciones integrables tales que f = lim, . fn
existe excepto a lo mds en un conjunto de medida cero, entonces las siquientes tres condi-
ctones son equivalentes:

1. La familia { f, : n € N} es uniformemente integrable.
2. 1my oo [ | fn — fldp =10

8. Mmoo fp [ful dp = [p || dp < oo

Demostraciéon

Si la familia {f,, : n € N} es uniformemente integrable, entonces, por el teorema 9, se tiene
limy, oo [¢ |fn — fldp = 0. Asf que la primera condicién implica la segunda.

Si limy oo [¢ [fn — fldp = 0, entonces, por el teorema 10, la familia {f, : n € N} es uni-
formemente integrable. Asi que la segunda condicién implica la primera.

Si limy, oo [p [ful die =[5 |f| dp < 00, entonces, por el teorema 11, se tiene:

Asi que la tercera condicién implica la segunda.

Si la familia {f, : n € N} es uniformemente integrable, entonces la familia {|f,| : n € N}
también es uniformemente integrable, asi que, por el corolario 4, se tiene:

Iy, o fIF | fol dpe = fIF | fldpu < o0

Por lo tanto, la primera condicién implica la tercera.
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Corolario 6. Sea {f,}, .y una sucesion de funciones integrables no negativas tales que
f =1lm,_ . f. existe excepto a lo mds en un conjunto de medida cero, entonces las siguientes
tres condiciones son equivalentes:

1. La familia { f, : n € N} es uniformemente integrable.
2. 1my oo [ | fo — fldp =10

3. lim,, fF fodp = fF fdu < oo

Teorema 13. Sea 'H una familia de funciones medibles uniformemente integrable. Entonces
la familia:

g= {f :F =R : Eriste una sucesion (fr)nen de funciones en 'H tales que

lim,, oo fr = f excepto a lo mds en un conjunto de medida cero}
es uniformemente integrable.
Demostracién

Primero observemos que si A € F, entonces la familia de funciones H' = {fI,: f € H} es
uniformemente integrable.

Sea M una cota del conjunto {fF \fldp: f € H}.

Sea f € Gy (fn),ey una sucesién de funciones en ‘H tales que lim,, . f, = f excepto a lo
més en un conjunto de medida cero, entonces, por la proposicién 9, f es integrable y:

10,00 [ | fo = fldp =0
Sea N € N tal que [ |fy — f|dp < 1. Entonces:
Jelfldp < Jolfn — fldp+ [plfnldp <1+ M

Asf que la familia { [ |f|dp : f € G} estd acotada.

Ahora, dada cualquier ¢ > 0, sea § > 0 tal que [ Alfldp < %5 para cualesquiera f € ‘H 'y
A€ F tal que p(A) < 4.

SifegG,seaAeFtal que pn(A) <6y (fn),ey Una sucesién de funciones en ‘H tales que
lim,, .o, fr = f excepto alo mds en un conjunto de medida cero, entonces lim,, o, f,la = fla
excepto a lo mds en un conjunto de medida cero, asi que, por la proposicién 9:

Mmoo [y | fo = fldp = 1my o [ | fada — fLaldp =0
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Sea N € N tal que [, |fv — fldp < ie.
Entonces:
Lo lfldp < [y v = fldp+ [, [fnldp < 56+ 56 =€

Asi que, por la proposicién 8, G es uniformemente integrable.

Consideremos ahora un espacio de probabilidad (2, S, P).

Proposicién 6. St Y una variable aleatoria integrable, la familia:
H={FE[Y |G]:G essub o-dlgebra de 3}

es uniformemente integrable.

Demostracién
Si G es una subo-élgebra de J, definamos Yg = E[Y | G].
Se tiene |Yg| = |E[Y | G]| < E'[|Y] | G]. Asi que, para o > 0, se tiene:
Jivorsar Yol AP < Jiy o EIIYTIGIAP = [iy o [YIdP
PYg| > o] < EIYgll < SE[E[Y]] Gl = 2E Y

Dada e > 0, sea d > 0 tal que [, |Y|dP < ¢ para cualquier conjunto A € 3 tal que p (A) < 4.
Tomando o > 3 E Y, se tiene P [|Yg| > a] < 4, asf que:

f‘y I>al Yg| dP < fIY > Y|dP < e
Por lo tanto:

lim, .o SUp {f‘y 5a) [Yg| dP : G es subo-dlgebra de \s} =0



